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Optimisation combinatoire

ensembile fini de solutions réalisables
= trouver efficacement la meilleure
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Optimisation combinatoire multicritere

ensembile fini de solutions réalisables
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Optimisation combinatoire multicritere

ensembile fini de solutions réalisables
= trouver efficacement les solutions non dominées

k objectifs obj1 ... obji
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Courbe de Pareto

Déterminer efficacement la courbe de Pareto est problematique

® taille potentiellement exponentielle
® décider si une solution appartient a la courbe de Pareto = probleme
genéeralement NP-complet
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Courbe de Pareto

Déterminer efficacement la courbe de Pareto est problematique

® taille potentiellement exponentielle
® décider si une solution appartient a la courbe de Pareto = probleme
genéeralement NP-complet

4

APPROXIMATION POLYNOMIALE

Déterminer efficacement une courbe de Pareto approchée
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Approximation avec garantie de performance €

minimiser 1 objectif obj

Une solution s est e-approchée si pour toute solution réalisable s’

obj(s) < (14 ¢)obj(s')
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Approximation avec garantie de performance €

minimiser 1 objectif obj

Une solution s est e-approchée si pour toute solution réalisable s’

obj(s) < (14 ¢)obj(s')

minimiser k objectifs obj; ... obj:

Un ensemble de solutions P est une courbe de Pareto ¢-approchée si
pour toute solution réalisable s, il existe une solution s € P telle que

0bji(s) < (14 ¢€)obj;(s"), i =1,...,k
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Courbe de Pareto e-approchée
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Courbe de Pareto e-approchée

Théoreme : Un nombre polynomial de solutions suffit pour
approcher la courbe de Pareto avec une precision aussi petite
qgue I'on veut. [Papadimitriou & Yannakakis, 2000]

Recherche d'algorithmes polynomiaux qui génerent une
courbe de Pareto c-approchée
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Coupe maximale pondéree (MAX-CUT)

un poids w;; pour toute aréte |ij]
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Coupe maximale pondéree (MAX-CUT)

Couper les sommets en deux ensembles (S, S) afin de
maximiser le poids total W (S, S) = 3. ¢ ;5 wij
NP-difficile [Karp, 1972]

algorithme 0.878-approché [Goemans & Williamson, 1995]
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Coupe maximale pondéree bicritere

un poids w;; et une longueur /;; pour toute aréte |ij]

Maximiser le poids total W (S, S) = D _ic5.5€5 Wij

ET lalongueur totale L(S, S) = Y. g .5 lij
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Approche

Approximation de la courbe de Pareto avec une seule coupe (.5, S)

OPTW

Algorithme bicritére a-approché si W (S,S) > a OPTW
et L(S,S)>aOPTL

I
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Algorithme Bi-Approx

Hypothese : on dispose d’un algorithme boite noire v-approché
pour le probleme max-cuT classique
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Algorithme Bi-Approx

S1

—

Boite noire : une coupe (S1,51) t.q. W(S1,51) > yOPTW
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Algorithme Bi-Approx

~
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Boite noire : une coupe (S1,51) t.q. W(S1,51) > yOPTW

Boite noire : une coupe (Ss, S2) t.q. L(S3,52) > vyOPTL
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Algorithme Bi-Approx

( )

S /T
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Boite noire : une coupe (S1,51) t.q. W(S1,51) > yOPTW

Boite noire : une coupe (Ss, S2) t.q. L(S3,52) > vyOPTL

une coupe (53, 53) telle que S3 = (51 N Ss) U (51N So)
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Algorithme Bi-Approx

Si L(S1,51) > 0.5L(S3,55)
Alors  Retourner (S, S1)
Sinon  Si W(Ss, S2) > 0.5 W (S, S1)
Alors Retourner (S, S5)
Sinon Retourner (.S3,.53)

Boite noire : algorithme monocritere v-approché

Theoreme : Bi-Approx est un algorithme bicritere J-approché
pour le probleme de la coupe maximale bicritere

[WG 2005]
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Elément de preuve

/ N
S, Si L(S1,51) > 0.5L(S3,57)
\ y Alors Retourner_(Sl,S_l) B
Sinon Si W(SQ, SQ) > 0.5 W(Sl, Sl)
Alors Retourner (S, S5)
S S3 Sinon Retourner (S3, S3)
- J

(51,S51) . arétes rouges + arétes noires
(S2,59) . arétes bleues + arétes noires
(S3,53) . arétes bleues + arétes rouges

Algorithme pour la grille et Ordonnancement - 24 novembre 2005 — p.17



Conseéquences positives

Approximabilité

Bi-Approx 0.439-approche
® Dboite noire = algorithme 0.878-approché [Goemans & Williamson,1995]

Existence

Toute instance du probleme bicritere admet une solution
réalisable 0.5-approchée
® boite noire = algorithme exact
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Lien avec I'ordonnancement

2 criteres ;.  somme pondérée des dates de terminaison
makespan

[Stein & Wein, 1997]
Vo > 0, construction d’'un ordonnancement N a la fois
a1 + 9)-approché pour le makespan et ﬁ(lTM)-approché pour la
somme pondéree des dates de terminaison a partir de
®* M, un ordonnancement a-approché pour le makespan

® 7', un ordonnancement G-approché pour la somme pondérée des
dates de terminaison
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Lien avec I'ordonnancement

2 criteres ;.  somme pondérée des dates de terminaison
makespan

[Stein & Wein, 1997]

Vo > 0, construction d’'un ordonnancement N a la fois

a1 + 9)-approché pour le makespan et ﬁ(lTM)-approché pour la

somme pondéree des dates de terminaison a partir de

®* M, un ordonnancement a-approché pour le makespan

® 7', un ordonnancement G-approché pour la somme pondérée des
dates de terminaison

Approche simultanée : construction d’'un compromis a partir de
solutions “bonnes” pour chacun des criteres pris separément
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Probleme

Exécuter n taches sur 1 machine

Une solution est une permutation = des taches
— pas de temps d’attente

Chaque tache ¢; a
° une durée d’'exécution p;
° un poids w;

2 criteres :
* Poids total : w(m) = 237;1 w;CF
* Colttotal : c(r) = S0, CF

1||(Z] Cj»zg' wj Cj)
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Complexité

résolution en ordonnant les taches

par w;/p; décroissants [Smith, 1956]

NP-difficile [Hoogeveen, 1992]

nombre de solutions parfois exponentiel [IPL, 2005]

1 critere :
2 criteres :
t
Pj n/~!
w; nl — 1
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Approche par pondération des criteres

Minimiser f\(7) = Aw(m) + (1 — A)e(m) t.q. 0 < A < 1
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Approche par pondération des criteres

Minimiser f\(7) = Aw(m) + (1 — A)e(m) t.q. 0 < A < 1

o 0
O
O
w(m)
Aw;+(1—A)

Regle de Smith : ordonner selon les decroissants

J
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Approche par pondération des criteres

Courbe de Pareto : solutions supportées e
solutions non supportees e
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Générer les solutions supportees

)\w]'—i—(l—)\) A

Dy *
J"
~
j/
] A
0 A Ao 1

Algorithme : e appliquer la regle de Smith pour une valeur
de )\ dans chaque intervalle
e auplusn(n—1)/2+ 1 permutations
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Garantie de performance

O pj:nj_letwj:nj—l
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Garantie de performance

A
"o wm
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Garantie de performance

m1 et mo minimisent la
fonction f)
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Garantie de performance

Plusieurs taches adjacentes

ont le méme rapport
Pj

4

swap de ces taches ad-
jacentes pour obtenir des
ordonnancements interme-
diaires

w1 et mo minimisent la
fonction f)
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Algorithme

1. Générer les permutations supportés {my,ma,...,m}
(permutations classeées par codts croissants)

2. Géneérer des permutations intermediaires entre m; et
w11 par swaps successifs de taches adjacentes

Théoreme : [l'algorithme s’exécute en temps polynomial et
'ensemble des permutations géneérées constitue
une courbe de Pareto (1,0)-approchée
pour le probleme 1{|(>_, Cj, > w; Cj)

[IPL, 2005]
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Approximation de la courbe de Pareto

Approximation avec 1 solution

Approche simultanée : construction d’'un compromis a partir de
solutions “bonnes” pour chacun des criteres pris séparément

limite : nombre de criteres

Approximation avec plusieurs solutions

Approche par pondération des criteres : possible lorsque les
criteres sont homogenes et existence d’'un algorithme
monocritere exact efficace

Autres approches : adaptation d’algorithmes monocriteres pour
le cas multicritere (ex : recherche locale)
* tsp(1,2) multicritere [TCS, 2004]
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Perspectives

Etude de problémes combinatoires multicritéres

* approximation avec garantie de performance
plus de criteres

o
* criteres hétéerogenes
* inapproximabilité
© argument de complexité P # NP
© non existence
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Questions
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